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Einleitung 

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit einer kurzen Darstellung der orthogonalen und iso- 
thermen Kurvensysteme und ihren wichtigsten Anwendungen. Es gibt kaum einen Gegenstand des 
mathematischen Unterrichts, welcher durch seine unmittelbare physikalische Auslegung auf den Stu- 
dierenden so anregend und fruchtbringend wirkt, wie dieser. Der Zusammenhang zwischen mathemati- 
schen und physikalischen Betrachtungen geht daraus deutlich hervor und man braucht sich deshalb 
nicht zu verwundern, warum diesem Grebiete von jeher so viel Aufmerksamkeit geschenkt wurde. 

Der Techniker kommt damit indirekt und in praktischem Sinne oft in Berührung. Man denke nur 
an die Strömung der Wärme und der Elektrizität, an die Konstruktion von Gewölben , von gewissen 
geographischen Karten u. s. w. Alle diese Probleme fußen auf derselben mathematischen Grundlage. 

Diese soll nun hier, obschon sie in allen größern Lehrbüchern der Analysis behandelt ist, dem 
Zweck der Darstellung gemäß zunächst entwickelt werden. 

I. Orthogonale und isotherme Systeme 

1. Wenn auf einer Fläche ein gewisses System von Kurven gegeben ist, so kann man im all- 
gemeinen immer ein zweites System von Kurven bestimmen, so daß jede Kurve des zweiten Systems 
mit allen Kurven des ersten Systems einen konstanten Winkel einschließt, und umgekehrt. Von beson- 
derem Interesse ist der Fall, wo dieser konstante Winkel immer ein rechter ist. Dieser Fall soll uns aus- 
schließlich beschäftigen. 

2. Sind u und v zwei unabhängige Variable und /"(m, v), g (m, v), h (w, v) gegebene Funktionen 
von u und v, so ist eine Fläche in Gartesischen Koordinaten dargestellt durch 

X = f (u, v), 

y = g (u, v), (1) 

z = h (u, v). 
Bildet man das Bogenelement auf der Fläche, resp. sein Quadrat 

ds* = dx^ -^ dy^ + dz^, 
so wird es nach Einsetzung der Werte von dx, dy^ dz, wie sie aus (1) folgen, 

ds'^ = A du^ -^ 2 B du dv -{- C dv\ (2) 

wo 



- = {^' + m + m- 



du dv '^ du dv '^ du dv' ^' 



« = m' + m + m 



gesetzt wurden. 

Der Ausdruck (2) kann auch in der Form 

ds^ = E^ du^ -{- 2 E Q cos a du dv -[- Ö« dv^ (4) 

geschrieben werden, insofern 

E = \l~Äy O = VC", cos a = — = — =^ 
^ ' ^ ' yA .\'C 

gesetzt wird. 
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Wird nun die Variable t; konstant gelassen, so stellt !; = kon8t. auf der Fläche eine gewisse Kurve 
dar und E du ist ihr Bogenelernent. In derselben Weise stellt u = konst. eine gewisse Kurve auf der 
Fläche dar, deren Bogenelernent dv ist. Beide Kurven schneiden sich unter einem Winkel a, dessen 
Cosinus durch 

B 

cos a = --= — -=- 

V A . VC 

gegeben ist. 

Bei den orthogonalen Systemen wird vorausgesetzt, der Winkel a sei ein rechter. Es ist somit in 
diesem Fall B = o^ und das lineare Element ausgedrückt durch rechtwinklige, krummlinige Koordi- 
naten wird 

ds^ = E^ du^ + G« dvK - (5) 

8. Es soll jetzt noch untersucht werden, unter was für eine besondere Form die Ausdrücke E und O, 
welche gegebene Funktionen von u und v sind, gebracht werden können. 

Nach den Voraussetzungen über orthogonale und gleichzeitig isotherme Systeme müssen zwei 
unendlich benachbarte Kurven des einen Systems mit je zwei benachbarten des andern ein unendlich 
kleines Quadrat bilden. Führt man also die Bezeichnungen ein 

E = (f (w, v\0 = ^ (tt, ü), 
so müssen, da E dxi und du die Bogenelemente entsprechender Kurven sind, für vier Wertepaare, wie 
(m, v)j (wo, v), (w, ro), (mo, vq) die Bedingungsgleichungen bestehen : 

(p (tt, v) du =4' (w, v) dv 
(f (wo, v) dm = 'f (m^., v) dv 
<p (w, Vü) du = '^ (m, vö) dva 
p (tto, fo) dwo = "f (wo, vo) dvo> 
Diese Gleichungen können auch in der Form 

(f {u, v) du — '^ (u, v) dv = 
geschrieben werden. Diese Gleichung wird immer befriedigt sein, wenn sie ein exaktes Differential dar- 
stellt. Man hat also über ip {u, v) und 'f (w, t;) so zu verfügen, daß dieser Fall eintritt. Dies geschieht 
durch die Annahme 

ip {u, v) = X {u, v) 6 (w), 'f {u, v) = i («, v) dl (v), 

wo X (u, v) eine beliebige Funktion von u und v bedeutet. 
In der That wird dann 

X (w, v) [e (u) du + ft (v) dv] 
ein exaktes Differential und die Funktionen E und O nehmen demgemäß die Form an 

E=X{u,v)e (u), a = X(u, v) dl (v). 

Setzt man diese Werte von E und in (4) ein, so erhält man den neuen Ausdruck : 

ds^ = X (w, i;^« [ö» (u) du^ 4- e\ (r) dv% 
oder wenn mi = / ö (y) du und vi = j* ft (v) dv gesetzt werden : 

ds^ = X {u, r)* (dwi* +- dvi^). (6) 

Umgekehrt, jedesmal wenn sich das lineare Element einer Fläche auf die Form (6) bringen läßt, 

stellen ui und vi rechtwinklige, krummlinige Koordinaten der Fläche dar und die Kurven wi = const. 

und Vi = const. bilden zwei Systeme, welche die Fläche in lauter unendlich kleine Quadrate teilen. 

Aus diesem Grunde wird das System auch isometrisch oder in physikalischer Hinsicht isotherm genanjoJL* 

Erstes Beispiel. Stoss- und Lagerfugen eines schiefen Gewölbes. 

4. Bekanntlich kommen die schiefen Gewölbe besonders bei den Eisenbahnen vor, weil bei diesen 
der Krümmungsradius der Bahnachse an gewisse Grenzen gebunden ist. 

* Siehe Darboux, Theorie generale des surfaces, 1. Band, Kap. III. 
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Was die Zusammensetzung eines solchen Gewölbes aus einzelnen Gewölbesteinen anbetrifft, so 
gelten hier dieselben Konstruktionsregeln, wie beim geraden Tonnengewölbe. 

Die Stoßfugen sind Halbkreise, parallel zu den Stirnflächen, und die Lagerfugen sind Kurren, 
welche die Stoßfugen überall rechtwinklig schneiden. Nimmt man an, die o;- Achse falle mit der Basis 
der vordem Stirnfläche zusammen, ferner die y- Achse liege in der Basisebene des Gewölbes und gehe 
durch das Centrum des ersten Halbkreises, Fig. 1, so ergeben sich für die Koordinaten der Wölbefläche 
folgende Ausdrücke : 

Fig. 1 
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/ * 

' 1 y 


K' f 




1 




I 1 ^ : ■ 

II 1 

i 1 • ' • 




X = av '\' r cos u, 

y = V, 

z = r sinu, 
wobei a = cot 8 gesetzt wurde. Man hat also zur Berechnung von ds die Werte 

da? = — r sin u du '\- a dv, 
dy = dv, 
d2 = r cos li du, 
und es ergibt sich für ds^ der Ausdruck: 

ds^ = r* du^ — 2 ar sin u du dv -\- {1 -\- a*) dv\ 



(D 
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Man kann denselben auch.in der Form schreiben: 

ds* = (r du — a sin u dv)* — (a* sin* w — 1 — a*) di?*, 
oder 

ds* = (r du — a sin u dv)* -^ (1 -\- a^ cos* u) dv*. 
Schließlich läßt sich dieser Ausdruck in der für uns brauchbaren Form darstellen : 

tfo« = (l 4- a* cos* u) I ^^^^'^ L_^ _^a^ y ^ d^a] Vg) 

Indem man noch 

sinu /du j \ j /- 
( r — i^ adv ] =dS 

V 1 + o" CO«" u \ 8in u ] 

und dv = diy 

setzt, wird (8) auf die gewünschte Form (6) gebracht. Es ist dann 

ds* = (1 + a« cos* u) [dJ^ -f dri*]. (9) 

Nach Art. 8 werden nun die orthogonalen Kur\'ensysteme der Fläche durch die Gleichungen 

f = konst u 7] = konst. 

gebildet. Was die Kurven ^ = konst. anbetrifft, so sind das offenbar die Halbkreise oder Stoßfugen der 

Wölbefläche. Die dazu rechtwinkligen Lagerfugen erhält man durch Auflösung der Differentialgleichung 

df = 0, oder 

sinu /du , \ 

\r—. a dv] = 0. 

V 1 + a« cos* u \ sin u ) 

In dieser Gleichung kann der erste Faktor nicht Null sein, so daß man nur die Gleichung 

du 

r-. = adv (\Q\ 

«n u ^^^^ 

zu lösen hat. Durch Integration ergibt sich sofort: 

r logtang — = av — log i, (11) 

wo k die Integi'ationskonstante bedeutet. Erteilt man k alle möglichen Werte, so stellt (11) alle Lager- 
fugen der Wölbefläche dar. Eine interessante Abbildung der beiden orthogonalen Systeme ergibt sich 
durch die Einführung Cartesischer Koordinaten in Gleichung (11) auf die in Fig. 1 angedeutete Vertikal- 
ebene. Zu diesem Zwecke kann Gleichung (11) geschrieben werden 

, , ,1 — cos u 

log k = av — r log ; , 

^ ^ sin u ^ 

oder nach einigen Erweiterungen 

«■ ___ 1/ «.Ä ^_ Y Äiii^ li 

r cos u -\' av =^ r log ; Y r* — r* sin* u — log k. 

' ^ r smu ^ 

Nach den Gleichungen (I) ist somit diese Gleichung auch 

r V r* z* I 

x = rlog ^- V r* — z* — logk. (12) 

Sie stellt die Vertikalprojektionen der Lagerfugen auf die o; «-Ebene dar. 

Für V = konst. ergibt sich eine Stoßfuge oder ein Halbkreis und ihre Projektionen auf die xz- 
Ebene sind durch die Gleichung 

(x — avy-\-z* = r* (13) 

gegeben. 

Da die Gleichungen (12) und (13) die Lager- und Stoßfugen in den Koordinaten x und z dar- 
stellen, so bilden auch ihre Projektionen auf die ic^f-Ebene ein orthogonales System. 

Dasselbe Resultat wird auch erhalten, wenn aus der Differentialgleichung 



X — av 
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des orthogonalen Systems von (18) und der Gleichung (13) der Parameter av eliminiert wird. Die Lö- 
sung der Differentialgleichung führt dann genau auf Gleichung (12). 

5, Um die schiefe Wölbefläche in die Ebene abzuwickeln, wollen wir ein anderes orthogonales 
System annehmen. Seien die Erzeugenden der Wölbefläche die Kurven des einen Systems und die 
Ellipsen, welche von den zu der Achse des Gewölbes senkrechten Ebenen ausgeschnitten werden, die 
Kurven des dazu orthogonalen Systems. 

In Fig. 2, welche die Horizontalprojektion der Wölbefläche darstellt, seien die Längen l auf den 
Erzeugenden von einer zu der Gewölbeachse senkrechten festen Ebene abgetragen. Ist ferner e* die 
Projektion und (e) die Umklappung einer beliebigen Ellipse des Systems und bedeutet w die excentrische 
Anomalie eines beliebigen Punktes A der Ellipse (i4' = Projektion; [A] = Umklappung), so ergibt sich 
für das Bogenelement der Ellipse 

d8 = y m* co8^ tv -|- n* sin^ w dw, 
wo m und n die große und kleine Halbachsen bezeichnen. Nun ist aber w = r und n = r sin 8, oder 

f 

da auf Seite 75 cots = a gesetzt wurde, n = , Setzt man diese Werte von m und n in dem 

^ ' 1/ 1 + a* 

Ausdruck von ds ein, so wird 

d6 = Vl+a"co**«? dw (1 5) 

Vl + a« 

und das Quadrat des linearen Elementes auf der Wölbefläche 

(fo« = dZ« + JÄT^ (1 + a* co8^ to) dw^. (16) 

Fig. 2 




Werden nun d6 und dl als Differentiale Cartesischer Koordinaten f und rj aufgefaßt, so entspricht 
einem Punkte (iv, l) der Wölbefläche in der Abwicklung der Punkt mit den Koordinaten 

f = Y-j=i / \/ 1 +a^ cos'w dw (17) 

7 = l -f konst. (18) 

Den Erzeugenden der Wölbefläche (w = konst., l = beliebig) entsprechen Parallele zur f- Achse, 
deren Entfernungen durch Formel (17) bestimmt sind. Den Ellipsen (m> = beliebig, Z = konst.) ent- 
sprechen Parallele zur ly- Achse. 
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Es handelt sich jetzt noch darum, die Abwicklungen der Stoß- und Lagerfugen zu bestimmen. 
Sei f die Horizontalprojektion und (^) die XJmklappung der Stoßfuge, welche durch den Punkt A geht. 
Zunächst muß die Stoßfuge f durch die Koordinaten w und l ausgedrückt werden. In Fig. 2 ist 

A* B = r co%u und A' C^=r cos u sin S, 

A'C A'C 

ferner cos w = ^ ^ = : — ;-• 

CD r sinS 

Daraus folgt cos tv =^ cos u und 

w = u. (19) 

Geht man von denselben Voraussetzungen, wie in Fig. 2 ausj so ergibt sioh. aus (19) nebenbei 

der Satz : 

Legt man durch irgend einen Punkt eines schiefen Cylhxders einen auf dem Cylinder gdegeneti Kreis 
und die Qu^schnittsellipse, so ist die excentrische Anomalie dieses Punktes in Bezug auf die Ellipse gleich 
dem Argument desselben in Bezug auf den Kreis. 

Die Ordinate l von f wird, wenn F I:=^p gesetzt wird, ? = p + il' J, oder isL A* I = A' E cos 8 
und A' E=r {1 — cos u) ist, 

l^k'\'r{\~cosu) , ^ . (20) 

Um die Abwicklung von ^zu erhalten, müssen die Werte von w und l in (19) und (20) in (17) und 
(18) eingesetzt werden, wodurch sich die Parameterdarstellung der abgewickelten Kurve von f ergibt. 
Diese ist 



' = *"^ v^^ a-<^ö««)- (22) 

Die Elimination von u zwischen diesen Gleichungen fuhi*t auf die Gleichung der Kurve in den Ko-* 
ordinaten | und rj. Die Abscisse I stellt sich als ein elliptisches Integral der Ordinate t] dar, so daß also 
die Gleichung in ^ und rj nicht in expliciter, geschlossener Form dargestellt werden kann. Jedoch läßt 
sich die Tangente leicht bestimmen. Es ist 

drj a sin u 

Ü^ ~ Vl4-a»coi*^ • (^^^ 

Wie sich durch eine kurze Rechnung aus der Figur ergibt, ist dieser Ausdruck auch gleich der 
trigonometrischen Tangente des Winkels, welcher die Tangente zur Stoßfuge f im Punkte A mit der 

Ebene F, oder mit der Tangente zur Ellipse e in demselben Punkte einschließt. Für w = o ist -^ = o; 

allgemein für w = ^ tt ist -^ = o. Für w = — -f- ^ ^» also für w = y, — , — , ... ist -^= a=cotS. 

Siehe Tafel I, Fig. 2. 

Bei der Abwicklung der Lagerfugen ist zu beachten, daß zwischen der Variablen v des Art. 4 und l 
folgender Zusammenhang besteht Es ist offenbar FH — G H=:A* O -\- A' JP= K gleich einer Kon- 
stanten. Da aber A'0 = A^H — OH= . ^ — r (1 — cos u) cos S und A' F=l, so folgt 

stnS ^ ^ 

l=^K — A'0, oder 

l = K-\^ril^cosu)-^^-v(l + a^). (24) 

Die Gleichung der Lagerfugen ist 

logk = av — r log : . (25) 

^ ^ sinu ^ ^ 
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Eliminiert man aus (24) und (25) die Variable t;, so kommt i 

? = JS:+ r (1 - cosu) ,1^ - i±-l" (log h + rlog ^-^^^ ). (26) 

Werden die Werte für w und l wieder in die Koordinaten der Abwicklung eingesetzt, so ergibt sieh 
als Pararaeterdarstellung der abgewickelten Lagerfugen : 

^ = 7tT5= /v/ > + •'"»"■" ''»■ W 

, = iC + r(l-c™»)-^-Lii-*(%i+rto,^^). (28) 

Die Elimination von u zwischen diesen Gleichungen führt wieder auf eine Gleichung, welche auch 
transcendente Kurven darstellt. 

Die Tangenten dieser Kurven sind in der Formel enthalten : 

drj ^ _ V l + a*cos*u /^Q) 

d^ a sin w ' ^ 

wie sich aus (27) und (28) leicht ergibt. Vergleicht man die Tangentenwerte (28) der abgewickelten 
Stoßfugen mit denjenigen der abgewickelten Lagerfugen (29), so ist ersichtlich, daß sie jedesmal 
reziprok und von entgegengesetztem Vorzeichen sind. Beide Kurvensysteme, wie sie durch die 
Formeln (21, 22) und (27, 28) definiert sind, sind also in der That orthogonal, wie es sein soll. Die 
Orthogonalität zweier Kurvensysteme auf einer devellopablen Fläche wird nämlich durch eine Abwick- 
lung nicht gestört. 

Fig. 1 der Tafel I stellt die Vertikalprojektion einer schiefen Wölbefläche dar, wie sie durch die 
Formeln (12) und (18) gegeben ist. Nach der Besohafi^enheifc des Ausdruckes (12) ist es klar, daß alle 
Lagerfugen einander gleich sind und sich nur durch ihre Lage unterscheiden. Es wurde deshalb nur 
eine der Kurven ihrem vollen Verlaufe nach verzeichnet. Das Prinzip der angenäherten Konstruktion 
ergibt sich ohne weiteres aus der Figur. Die Horizontalprojektion, weil sie hier kein besonderes Inte- 
resse bietet, wurde ausgelassen. 

Fig. 2 der Tafel I ist die Abwicklung des ganzen Cylinders mit seinen Stoß- und Lagerfugen. Der 
dem eigentlichen Gewölbe angehörende Teil ist stärker ausgezogen. 

Zweites Beispiel. Konforme Abbildung einer Kugel auf eine Ebene. 

6. Gelingt es, die Punkte einer Fläche so auf einer Ebene abzubilden, daß das Verhältnis eines 
linearen Elementes auf der Fläche und seines entsprechenden Elementes in der Ebene konstant, d. h. 
unabhängig von der Richtung, ist, welche es in einem fixen Punkte der Fläche hat, so sagt man, die 
Fläche sei konform auf die Ebene abgebildet. Die Fläche und ihre Abbildung sind dann einander in 
ihren kleinsten Teilen ähnlich. 

7. Solche konforme Abbildungen sind z. B. die Mercator-Projektion und die stereographische 
Projektion einer Kugel. 

Sei in Fig. 3 eine Kugel mit dem Radius 1 gegeben und P ein beliebiger Punkt der Kugel. 
Bezeichne P* die Projektion von P auf die a;y-Ebene, ^ den Winkel, welchen P' mit dem positiven 
Teil der o;- Achse einschließt, ferner u den Winkel zwischen PO und der z-Achse. Dann hat man aus 
der Figur 

X = r cos <p, y ^=fr mn ^, z ==^y l — r*, 
woraus folgt 

dx = — rsinf d^p -j* cos <f dr, 
dg = r cos tpdf -\- sin (f dr, 
— rdr 



dz 



Digitized by VnOOQ IC 



— 8 — 

und das lineare Element auf der Kugel wird durch 

dr* 

gegeben. Nun ist r = sin u, also auch 
oder 

ds^ = sin^ u f — r-s h dw^ 



dft^ = sin* u d<f* + ^^^ 
du* 



(30) 



Fig. 3 




Setzt man darin 



oder 



/- 



du 



sin u 



= kx, ipz=ky 



u 



kx=logtang~^y 

ky = <p, 
wo h eine beliebige Konstante bedeutet; so ist 

ds* = sin* u (dx* -[- dy*\ 
oder da 



ist 



(31) 



^'= (l + ;»-y ('^'+^y')> (32) 

Diese Formel zeigt, daß die Kurven u = konst. und v = konst. auf der Kugel ein orthogonales 
System bilden, was übrigens geometrisch ohne weiteres verständlich ist. Es ist das System der Parallel- 
kreise und der Meridiane. 

Was die Abbildung derselben anbetrifft, so zeigen die Formeln 31, daß den Parallelkreisen u = 
konst. Gerade, parallel zur y- Achse und den Meridianen <p = konst. Gerade, parallel zur x-Achse ent- 
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sprechen. Die Abbildung ist konform, denn bezeichnet man das lineare Element der Ebene mit cWj sodaß 

für unendlich kleine Variationen von x konstant, Sie wird Mercator*- Projektion genannt. 

Einer Geraden 

ax-\- b y -\- c = 
der Abbildung entspricht auf der Kugel die Kurve 

a log tang ----j-6^-[-cÄ = o. 

Sie schließt mit allen Meridianen denselben Winkel ein und wird loxodromische Linie genannt. 

Denkt man sich der Kugel einen Cylinder umschrieben, welcher dieselbe im Äquator (Parallel- 
kreis in der x y-Ebene) berührt, und die Punkte derselben auf den Cylinder projiciert, so ist die abge- 
wickelte Cylinderfläche annäherungsweise die Mercator-Projektion der Kugel. Anstatt der Formeln (81) 
ergibt sich dann 

oci = tang ( -| ujj yi = ^. 

Setzt man in (81) Jfc = 1, so hat die Differenz y—yi für m = 70^ 50^ 30<>, 10<> bezüglich die Werte 

TT 

0,01, 0,08, 0,41, 8,23. Für kleine Werte - — w ist also der Unterschied zwischen der angenäherten 

und richtigen Abbildung nur gering. Fig. 8 der Tafel 11 stellt eine Mercatorprojektion einer Kugel dar, 

deren Eadius 8 cm angenommen wurde. 

8. Setzen wir in der vorhergehenden Entwicklung 

dti dp j j 
= -J- , d(p = dw, 



mi u p 

so ergibt sich durch Integration 

<ö/iS'^ = -|-; tv = <p, (83) 

wo k Integrationskonstante ist. Substituiert man diese Werte in (80), so wird das lineare Element 

^' = j^irw ^^^' "^ ^' '^"''^* ^^^^ 

Werden p und w als Polarkoordinaten der Ebene betrachtet, so ist das Element der Ebene durch 

d«'« = dp^ + p^ dw^ 
bestimmt. Somit ist das Verhältnis 

ds^ _ 4 k^ 

ds'^ ~ (p^ + ^y 

in unendlicher Nähe eines jeden Punktes konstant. Die Abbildung ist auch konform und ist schon seit 
den ältesten Zeiten bekannt. Man bezeichnet sie als stereographische Projektion** 

Aus den Formeln (38) geht hervor, daß den Parallelkreisen der Kugel eine Schar konzentrischer 
Kreise und den Meridianen die Durchmesser dieser Schar entprechen. Geometrisch wird die Abbildung 
erhalten, indem die Punkte der Kugel von einem Punkte der Kugel auf eine durch das Centrum 
gehende Ebene oder auf eine zu dieser parallele Ebene projiciert werden. Das Projektionscentrum muß 
dabei der Pol der Projektionsebene sein. 

* Gerhard Mercator, goboren 1512 zu Rupelmonde in Flandern, gestorben 1594 zu Duisburg als Kosmograph 
des Herzogs von Jülich. 

♦* Der Erfinder der stereogi-aphischen Projektion ist Hipparch (200—100), obschon sie gewöhnlich unter dem 
Namen des Ptolomäus bekannt ist. Ptolomäus von Alexandria wirkte im 2. Jahrhundert nach Chr. und verfaßte 
ein Lehrgebäude der Astronomie und Trigonometrie. 
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Sei eine beliebige Ebene gegeben 

aX'\-by-\-cz-\-d = o, 
oder in Folarraumkoordinaten R^Ujtpi 

a jB siyi u cos (p -{- b R sin u sin ^ -\- c R cos ti -]- d = o. 
Für den Schnittkreis dieser Ebene mit der Kugel ist 22 = 1 zu setzen, so daß die Gleichung des 
Kreises wird: 

sin u {a cos cp -\-b sin (p) -]- c cos u-\- d = o, (35) 

Setzt man hierin die Werte von u und <p der Formeln (33) ein, so kommt nach einigen Verein- 
fachungen : 

^«+2^ k(acos^^j^J>sin<p) _j^,^^ (36) 

Diese Gleichung stellt auch einen Kreis dar, so daß man zu dem bekannten Satz gelangt: 
In der siereographischen Projektion werden Kreise auf der Kiigel immer als Kreise abgebildet 
Fig. 4 der Tafel II stellt die stereographische Projektion der Parallelkreise und Meridiane einer 
Kugel dar, wenn sich das Centrum der Projektion auf dem Äquator befindet. 

II. Das Problem der Strömungen 

9. Es handelt sich hier um eine rein physikalische Interpretation der orthogonalen und gleichzeitig 
isothermen Systeme, wie sie in der Lehre der Wärme, Elektrizität und der Hydraulik auftreten. Die 
Bezeichnung isotherm wurde diesen Systemen ursprünglich beigelegt, weil ihre Eigenschaften bei der 
Wärmeleitung am auffälligsten hervortreten. 

10. Um die Aufgabe am zweckmäßigsten behandeln zu können, muß zuerst der Übergang zu kom- 
plexen Größen gemacht werden. Zu diesem Zweck setzen wir in Formel (6) des Art. 3, d. h. in 

ds^ = X^ (w, v) (du' + dv^) (37) 

du -]- i dv = a j du — i dv = ß, 
dann wird 

ds' = u (fi, ß)dadß. (38) 

Wir fragen uns nun, was für Transformationen muß man auf die komplexen Variabein a und ß 
anwenden, damit die unter Formel (38) gegebene Form von ds* nicht verändert wird. Seien f (a, ß) und 
g («, ß) zwei beliebige Funktionen von a und ß, dann sei 

a' = f{a,ß) 

die gesuchte Transformation. 

Für d a, d ß findet man demnach die Werte 



(89) 



d a = 

d ß = 
und für das Produkt d ad ß den Wert 



Tß^"- -Tß^P 

da öß 3ß' da 

3 f . r. dg, 
da da 

da dß dß'da 



lil ii_il.ii\' 

\da'dß dß da) 



dadß = 

rdr, dg df dg. d_g ,3^ d^ dj , 

[d^ Tß-^dß dTcl^''^'^ da dß'^"' da dß'^P 
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Soll dieser Ausdruck und somit auch der durch a', ß' ausgedrückte Wert von ds^ nur das Produkt 
da' dß^ enthalten, also von der Form (38) sein, so müssen gleichzeitig 

dg dg 3f 8f 

3 a o ß 3 a 8 ß 

Dies ist nur der Fall, wenn entweder ^und g bezüglich Funktionen von «und ß allein, oder dann 
bezüglich Funktionen von ß und a allein sind. Die gesuchten Transformationen haben also entweder 
die Form 

a' = f(a), ß'=g(ß), (40) 

oder dann 

a' = f^{ß), ß'=ffiia), (41) 

WO fj g^ /i, g\ beliebige Funktionen bedeuten. Setzt man nun für «, ß und a' ß* die ursprünglichen 
Werte ein, so ergibt sich der bekannte Satz: 

Stellen die krummlinigen Koordinaten (u, v) ein isothermes System dar, so wird der Charakter 
isothermer Systeme durch die Transformationen 

w'-f-it;'=/^(w + it;) a^ 

u* — i V* = g (u — i v) h) ^ ^ 

u'-\-iv' = fi (u - t v; c) 

u* — i v' = gi (u -{- i V) d) ^ ^ 

erhalten. Man gelangt so durch alle diese Transformationen eines beliebigen isothermen Systems eitler Fläche 
zu allen übrigen isothermen Sgsiemen der Fläche, 

11. Die Transformation a) in (42) ergibt zunächst für die partiellen Ableitungen nach ti und v 



oder 







du' .d V' d f 








du ^ "^ du ~ du' 








.du' d V' .d f 








* dv dv ~^dv ' 




.du' 
d u 


d V' 

du 


_.d f du' .d V _ 
du' d V d V 


df 

dv 



Da aber für eine Funktion einer komplexen Variabein immer i -r-^ == -=-^ ist, so folgt durch Ad- 



dition 

3 v\ 3 u' 3 i/ 



. / 3 u' _ 3 v\ 



3 V 3 21 



Diese Gleichung ist nur erfüllt, wenn 

3 u' 3v* . 3 u' 3 V' 

y^^^y^ ""^ T^ = --8Ti ^^^) 

ist. Dasselbe ergibt sich für die Transformation 42, b). Umgekehrt, jedesmal, wenn zwischen u, v, u% v' 
die obigen Bedingungen erfüllt sind, bestehen zwischen diesen Größen die Transformationsgleichungen (42). 
In ähnlicher Weise ergeben sich für die Transformationen 42, c) und d) die partiellen Differential- 
ausdrücke 

3 u' 3v' , 3ti' 3v' ,,^. 

■^— =~-j— und -—=——, (45) 

8 u 3 V 8 V 8 u ^ ^ 

Differentiert man in (44) die erste Gleichung nach w, die zweite nach v und addiert und thut man 
dasselbe mit den Gleichungen (45), so ergibt sich in beiden Fällen die Laplace'sche Differentialgleichung 
mit zwei Variabein 

3^u' , 3'u^ ,... 
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Wird zuerst nach v und dann nach w differentiert, so resultiert die Differentialgleichung 

Jede Transformation, welche ein isothermes System in ein anderes Ober führt, genügt somit einer 
Laplace' scheel Differentialgleichung, Umgekehrt kann jede Transformation mit jener Eigenschaft als 
Lösung einer solchen Differentialgleichung aufgefasst werden. 

Der Beweis für die letztere Behauptung ist nach den vorhergehenden Erörterungen leicht zu fuhren. 

12. Die gewonnenen Resultate sollen jetzt auf die Bewegung einer unelastischen Flüssigkeit in 
einer Ebene angewendet werden. 

Nach Grundlegung eines Cartesischen Koordinatensystems (a?, y) der Ebene seien u (x, y) und 
V (x, y) die den Koordinatenachsen parallelen (reschwindigkeitskoraponenten eines Flüssigkeitselementes. 
(w und V haben natürlich jetzt eine andere Bedeutung als in den vorhergehenden Artikeln.) 

Sei nun in Fig. 4 

Fig. 4 




ds ein durch den Punkt {x, y) gehendes Linienelement und a^ß seien die Winkel, welche die Normale im 
Punkte {x^y) mit den Koordinatenachsen einschließt, ferner/? die Flächendichtigkeit der Flüssigkeit, dann 
ist die Flüssigkeitsmasse, welche in der Zeit dt durch das Element ds fließt 

p {u cos a-\-v cos ß) dt ds. (48) 

Betrachtet man die Masse innerhalb einer geschlossenen Kurve C, so ändert sich dieselbe gemäß 
den Voraussetzungen nicht. Summiert man deshalb die eingeflossene und ausgeflossene Flüssigkeits- 
masse, so muß ihre algebraische Summe verschwinden, oder was dasselbe ist, das krummlinige Integral 

\{u cos a-\- V cos ß) ds, (49) 

C 

erstreckt über die ganze Kontur, verschwindet. 

Wird vorausgesetzt, u und v seien die partiellen Ableitungen einer Funktion (p (Xy y), was dem 
Fall entspricht, wo keine Wirbelbewegungen auftreten, so ist 

((ilcosa-[-^j^cosß)ds = o. 
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Der Ausdruck in der Klammer ist auch gleich der Ableitung der Funktion <p nach der Normalen 
n, d. h. 

/gd» = o. (50) 

C 
Nach Greens Theorem besteht jedoch die Grleichung : 

j|^(fo+f/A^da;dy = o, (51) 

G 
in welcher ^ <p = ^— ^ -f- ^— ^ gesetzt ist. Wir schließen daraus, daß die Punktionen ^, welche Ge- 
schwindigkeitspotential genannt wird, die Laplace'sche Differentialgleichung 

erfüllt. 

Besteht die Eurre C aus einer offenen Linie von zo zu Zy so stellt das Integral 

z 

'^ = j (u C08 a-{-v cos ß) da (52) 

die Plüssigkeitsmasse dar, welches in der Zeiteinheit durch die Kurve «7« fließt, und es wird Strömungs- 
funktion genannt. Bewegt sich ein Punkt z (siehe Fig. 4) in solcher Weise, daß i^ unverändert bleibt, 
so beschreibt er eine Kurve, welche Strömungslinie genannt wird. Die Gleichung -^ = konst. definiert 
alle Strömungslinien. 

du doc 

In dem Ausdruck (52) für '^, kann man auch cos a = - -, cos B = ; - setzen, wodurch 

^ ^ ds '^ as 



_ r/d^ dy _ d^ dx. 
^ ~ J \8x' ds dy'ds) ' 



oder 



wird. Durch Differentiation folgt 



+=/j!%->^*' 



di' 3(p 

~dx~~ 8y^ 

di' _ 3(p (^^) 

'dy~ 'dx' 
Nach den Formeln (42) und (44) ist also ^ -{- i 'f eine monogene Funktion von a? -f- i y. Die Kur- 
ven <p = konst., welche orthogonal zu den Strömungslinien sind, werden Kurven, oder Linien gleichen 
Potentials genannt. Nimmt der Winkel a zu, so nimmt der Winkel ß ab, also nimmt cos a ab und cos ß 

dtl doß O'y^ OiD 

ZU, so daß auch co8a= ^ und cosß = -r- gesetzt werden darf. In diesem Fall wird -^;- = J- und 

as OS ox oy 

-r— = — -^. Es ist jetzt '^-{'i (f eine monogene Funktion von x -\- iy^ die Strömungslinien und Linien 

gleichen Potentials erscheinen vertauscht. Die Ausdrücke (53) können natürlich auch so gedeutet wer- 
den, daß 'i' -\- iy eine monogene Funktion von x — iy ist, alles gemäß den Entwicklungen des vorigen 
Artikels. 
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13. Betepiele. 



a. Sei <p -\- i'j^ = filog- 



z -\- a 
die monogene Funktion von x -{- iy, welche die Strömungslinien und die Linien gleichen Potentials 

definiert. Wird z — a =^ ne ^^ z -\- a=^rte gesetzt, so wird (f -\- i -i^ = iilog — e ^ 
Durch Trennung des reellen vom imaginären Teil ergibt sich 

(f = filog^j '^=li{ei — ft). 

Ist "f = konst., so ist auch di — 6% = konst., d. h. die Strömungslinie, welche der Punkt z be- 
schreibt, ist ein durch die Punkte -j- a und — a gehender Kreis. Die Strömungslinien bilden ein Kreis- 
büschel mit den reellen Grundpunkten -^a und — a. Augenscheinlich sind für <f = konst. die Linien 

gleichen Potentials — = konst. auch Kreise und bilden das zum ersten Büschel orthogonale Kreis- 
büschel mit imaginären Grundpunkten. Physikalisch läßt sich das Beispiel folgendermaßen deuten. 

Ist -{- ^ eine konstante Wasserquelle und — a ein gleich großer Abzug, so wird das Wasser ron 
-j- a nach — a in der von den Strömungslinien angedeuteten Weise fließen. Die Linien gleichen Poten- 
tials sind Linien gleicher Geschwindigkeit. Es kann ferner angenommen werden, -f- a sei eine konstante 
Wärme- oder Elektrizitätsquelle und — a eine Wärme- oder Elektrizitätsquelle von konstanter und 
niedrigerer Temperatur, resp. niedrigerem Potential. Ahdann fließt die Wärme oder Elektrizität in 
gleicher Weise von -f- a nach — a. Die Linien gleichen Potentials sind in diesem Fall Isothermen, resp. 
Linien gleicher Spannung. Es muß natürlich vorausgesetzt werden, die Ebene der Pole -|- a und — a sei 
ein Leiter für Wärme, resp. Elektrizität. Das hier auftretende, orthogonale System wird auch als stereo- 
graphische Projektion der Kugeloberfläche erhalten, wie sie in Fig. 4, Tafel II, dargestellt ist. Daraus 
folgt, daß dieselben physikalischen Probleme auch auf der Kugel gelten. Die Strömungslinien gehen in 
die Meridiane und die Linien gleichen Potentials in die Parallelkreise über. 

h. -^ |- i-f = 2^ 

Hier wird 

^^x^-y^ (1) 

^ = 2xy. (2) 

Gleichung (1) stellt ein System gleichseitiger Hyperbeln dar, deren Hauptachsen mit den 

Koordinatenachsen zusammenfallen. Die zweite Gleichung stellt dasselbe System dar; nur ist es um 45** 

gedreht. 

c. Wird z-^x-^-iy und zi =^x — iy gesetzt, so stellt . 
die Transformation nach reziproken Badien des vorigen isothermen Systems dar. In der That, es wird 

^2 y^ 

2xp _ 

Sowohl (I) wie (2) stellen Systeme Bernoullischer Lemniskaten dar, deren Hauptachsen im 
ersten Fall mit den Koordinatenachsen zusammenfallen und im aweiten Fall um 45® gegen die ersteren 
gedreht sind. Sowohl im Beispiel b wie in Beispiel c sind die Strömungslinien von den Linien gleichen 
Potentials nur durch eine Drehung von 45^ verschieden. Figuren 5 und 6 der Tafel III illustrieren diese 
Fälle. (Freihandzeichnungen.) 
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d. Setzt man in der Punktion 

ip-\-i'^ = log{2 — zi) {z — zi) .. . (z — 2n) 

i dl ie% i (9u 

z — zi =pi e yZ'-'Zg =p2e , . . . z — z^=pQ e , 

80 ist 

(p = logpi p2ps...pn, (1) 

V. = ft + e« + ft + . . . + ö„. (2) 

Nach (1) sind die Strömungslinien Kurven, bei welchen das Produkt der Abstände der Punkte 
einer jeden Kurve von den festen Punkten zi, 2a, zq,. , . Zq konstant ist. Nach (2) sind die Linien gleichen 
Potentials Kurven, deren Punkte die Eigenschaft besitzen, daß die Summe der Argumente, welche den 
Größen />i, />2, /)8, . . . /)„ entsprechen, für eine bestimmte Kurve konstant ist. 

Nimmt man n = 2 an, so ist die Gleichung der Strömungslinen durch 

pi p2=e^ = c (konst), (3) 

und diejenigen der Linien gleichen Potential» durch 

ft -j- fti = V' = ifc (konst.) (4) 

gegeben. Ohne der Allgemeinheit zu schaden, kann zi = -i- a und zt = — a gewählt werden. Alsdann 
wird aus Gleichung (8) 

[ix - ay + y') [(x + a)» + y«) = c«, 

oder 

{x^ -\- tf 4- a^ — ia^x^ = c^ (5) 

Für verschiedene Werte von c stellt diese Gleichung ein System Cassinischer Kurven dar. 

Um Gleichung (4) in Cartesischen Koordinaten darzustellen, ist zu bemerken, daß lang Si = — - — , 

X u 

tang 62 = —-. — ist. Also 
^ OJ-fa 

Da B\ -\- 6% konstant ist, so kann man auch tang (ft -j- öa) = -j- einer neuen Konstanten setzen. 

Man hat demnach als Gleichung der Linien gleichen Potentials 

x^ — y* — a^ — 2 il o: y = 0. (6) 

Nimmt X alle möglichen Werte an, so stellt Gleichung (6) ein Büschel gleichseitiger Hyperbeln 
dar, welche alle durch die Punkte (-|- a) und ( — a) gehen. Fig. 7, Tafel III, deutet dieses isotherme 
System an. 

e. Als weiteres Beispiel soll ein System loxodrom.ischer Linien der Kugel betrachtet werden. Nach 
Art. 6 entsprechen den parallelen Geraden mit der Gleichung 

ax-\-hy-\-c^=^Oj 

wo a und h Konstante und c den Parameter bedeuten, auf der Kugel die loxodromischen Linien 

w 
a log tang -^-\-hif-\'Gk = o, (1) 

Die Gleichung des dazu orthogonalen Systems, das auch aus loxodromischen Linien besteht, ist 

— h log tang — - -j- a ^ -|- c A; = 0. (2) 

u 
Setzt man log tang -— -\- i cp = z, (8) 

a — ib = a und ck-{'ick = ßj so können die durch (1) und (2) definierten Systeme loxodromischer 
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Linien auf der Kugel auch als Strömungslinien, resp. Linien gleichen Potentials aufgefaßt werden^ wie 
sie aus der monogenen Funktion 

(p^i'j,==zaz-\- ß (4) 

hervorgehen. Um zur stereographischen Projektion überzugehen, wird nach Formeln (88) tang — = -^, 

^ = t«; gesetzt. Die Gleichungen der Strömungslinien und Linien gleichen Potentials werden dann be- 
züglich 

alog^-\-bw-\-cTc = o (5) 

und 

— blog^-\- aw-\-ck=Oj (6) 

oder nach einer leichten Umformung 

p = x.e ^ .e ^^ (7) 

ok a 

und p = x,e^ ,e^^. (8) 

Diese neuen Systeme bestehen somit aus logarithmischen Spiralen. 
Die stereoffraphische Projektion eifier loxodromischen Linie ist eine logarithmische Spirale. 

f. Loxodromische Linien des Torus. Seien x, y, z die Koordinaten irgend eines Punktes auf einem 
Torus, dessen Äquatorebene als x y-Ebene und dessen Achse als c-Achse gewählt werden soll. In 
Figur 5 sei {M) die Umklappung des durch den Punkt B {x,g,z) gehenden Meridiankreises in die xy- 
Ebene. B' ist die Projektion von B auf dieselbe Ebene und C das Centrum des Meridiankreises. Sei 
ferner OC = B, CB = C (B) = r, dann ist nach der Figur B* =R -{-rsinv und 

x = (R-\-r sinv) cos w, 

y = (R -]- r sin v) siji u, ^ (1) 

z=zrcos V. 

Daraus ergibt sich 

dx = rcosvcosudv — (R-^-r sin v) sin u du, 
dy = r cos v sin m dv -f- (^ + ^ sin v) cos u du, 
dz = — rsinvdv, 
und da ds^ = dci:^ + dy« + dz^, 

ds* = r« dv^ -\-iR-{-r sin vy du*, 
oder 



r^dv* 



Setzt man darin 



ds* = (22 + r sin vy f -—^^V— -f du') . 2) 

^ ' ^ \{R-\-rstnvy ' / ^ 



so kommt 



-j» 



dv R 2 

, woa= — und Ui = u 



• TT V l*— — 

smv r 



ds* = {R-\.r sin v)' (dui « + dvi «). (8) 

Den Ausdrücken ui = konst., Vi = konst. entsprechen auf dem Torus bezüglich die Meridian- und 
Parallelkreise. In der Ebene (wi, vi) entsprechen den Meridiankreisen Parallele zur vi- Achse und den 
Parallelkreisen Parallele zur mi -Achse. Wir wollen jetzt u-{-iv = z setzen und unter a und ß komplexe 
Größen a = p — iq^ ß = r (\ -{-i) verstehen, dann stellt die monogene Funktion 

(p-{'i'>}^ = az-{-ß (4) 
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auch ein isothermes System dar. Es wird 

(p = aui -\- bvi -\- c, (5) 

'^ = — bui-\- avi -\- c. (6) 

In der {ui,vi) Ebene stellen (5) und (6) zwei zueinander senkrechte Büschel paralleler Geraden 
dar. Auf dem Torus sind es loxodromische Linien, welche mit den Meridian-, resp. Parallelkreisen kon- 
stante Winkel einschließen. 

Zur numerischen Berechnung ergibt sich für das Integral 

dv 






a-\-8inv 
der Wert 



wenn a < 1, oder r > S 
und 



für a > 1, oder r < 22. 



V 1 — a« (1 — a*) (a + sin v) ^ 



1 , \ -\-asinv .Q. 

Vi = — arcsm — -, — : (8) 

Va"— 1 a-f-sinv ^ ^ 



In Fig. 8, Tafel IV, wurde a = 2, d. h. i2 = 2 r angenommen. Unter Zugrundelegung der Formel 
(8) ergibt «ich dann für t; = 0, 80, 60, 90, 120, 150, 180, 210, 240, 270, 800, 330, 360 Grad für vi die 
entsprechende Reihe : 

Vi V3" = 0,52; 0,92; 1,25; 1,57; 1,89; 2,22; 2,62; 3,14; 3,83; 4,71; 5,59; 6,28; 6,80. 

Der Winkel u variiert von o bis 2 ;r. In Fig. 8 Tafel IV wurde V^3"== 1,732 cm als Maßeinheit 
gewählt. Die Länge des primitiven Rechteckes, auf welches der Torus abgebildet wird, ist somit v' sT. 2 ;r 
= 10,86 cm und seine Breite 6,80 — 0,52 = 0,28 cm. Es wurden die obigen Zahlen entsprechenden 
Parallelkreise abgebildet. Schließlich zeigt die Figur die Abbildung zweier orthogonaler, loxodromischer 
Linien. Die eine windet sich drei Mal um die Körperachse (Aohsenkreis) des Torus und schließt sich 
nach einer vollständigen Drehung um die Rotationsachse z des Torus. Es soll kurz gesagt werden, diese 
loxodromische Linie habe 3 Windungen und eine Drehung» Die dazu orthogonale, loxodromische Linie 
hat eine Windung und eine Drehung und ist ein Kreis, der auch von einer Doppeltangentialebene des 
Torus ausgeschnitten werden kann. 

Das Verhältnis zwischen Windungen und Drehungen läßt sich in allgemeiner Weise angeben. 

Sind n und m zwei relative Primzahlen und gibt n die Anzahl der Windungen, m diejenige der 
Drehungen einer sich schließenden loxodromischen Linie an, so ergeben sich für ihre Abbildung auf der 
(wi, Vi) — Ebene folgende Verhältnisse: Variiert v von o bis 2 ;r, so ist die diesem Intervall entsprechende 
Breite vi V a* — l = 2 tu imd die Länge des primitiven Rechtecks l = ]/ a» — 1 . 2 tu. Hat die loxodro- 
mische Linie n Windungen und m Drehungen, so ist die trigonometrische Tangente des Winkels /x, 

h fi 
welchen ihre Abbildung mit dertii-Achse einschließt, fang u = = =. 

n 
l und h sind bezüglich Länge und Höhe des primitiven Rechteckes und es ist ? = Ä V a* — 1. Für 

die orthogonale loxodromische Linie hat man nach Analogie taiig X = -, — . Da nun — = tang fJ^i-jj so 

kann in ähnlicher Weise tang X :-j- = Y^—=(a^ — 1) — gebildet werden. Dieser Ausdruck ist stets ein 

R 

rationaler Bruch, wenn a rational, d. h. — eine rationale algebraische Zahl ist. In diesem Fall schließt 



3^ 
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sich auch die orthogonale, loxodromische Linie. Hat diese m Windungen und im Drehungen, so ist 
— = — (a^ — 1), somit 

— . — = a? — \. (9) 

Daraus ergibt sich der bemerkenswerte Satz: 
p 

lü das Vef'hältnis — ein rationaler Bruch, und schliesst sich eine loxodromische Linie auf dem 

r ' 

Tonis nach n Windungen und m Drehungen, so schliesst sich auch jede dazu gehörige 07'thogonale, loxo- 
dromische Linie. Hat diese m Windungen und wi Drehungen, so besteht die Beziehimg 

n m R^ — r^ 

m ' mi r* 

In Fig. 9, Tafel IV, wurde — ;- = 2 angenommen, also ist — . — = 3. Die erste loxodromische 

Linie hat 3 Windungen und eine Drehung, somit — = 1, wi =mi = ly wie oben angegeben wurde. 

Hat allgemein eine loxodromische Linie auf dem Torus nur eine Windung und eine Drehung, so 

ist tang fi = _ und man kann als Gleichung der loxodromischen Linie in der Ebene (wi, vi) wählen 

1 xT . i^ i_ /o\ / , l-\-asinv .^ . lA-asinv ^ 

Vi = Wl , Nun ist nach (8) vi v a* — 1 = arc sin — -. — -. , somit sm u = — '-j — ; . In 

Va* — 1 a-]-smv a-f-smv 

Cartesischen Koordinaten ist sin u==—z::±= und sin v = ^^^-^ . Setzt man diese Werte in 

Vx«+y» r 

die letzte Gleichung ein, so ergibt sich nach leichter Rechnung für die Projektion der loxodromischen 

Linie auf die a?y-Ebene die Gleichung: 

Wird diese Kurve um die Strecke r nach unten in der Richtung der y-Achse verschoben, d. h. 
y -\~r anstatt y gesetzt, so wird ihre Gleichung 

Die Projektion der loxodromischen Linie ist demnach eine Ellipse, deren Halbachsen V Ä* — r" 
und R sind. Die Brennpunktsdistanz ist r. Diese Ellipse ist aber gleichzeitig auch die Projektion eines 
partiellen Schnittes einer Doppeltangentialebene des Torus, also eines Kreises. Wir werden damit zu 
dem Satz geführt : 

Die loxodromischen Linien eines Torus mit einer Windung und einer Drehung sind die Kreise des 
Torus, welche von den Doppeltangentialebenen ausgeschnitten werden. Der konstante Winkel, welchen diese 
Kreise mit den Parallelkreisen des Torus einschliessen, ist gleich dem Winkel, welchen eine Doppeltangenüal- 
ebene mit der Ebene des Äquators bildet 

Für den letzten Satz soll ein elementarer Beweis gebracht werden. 

In Fig. 5 wird die als vertikal projicierende Ebene angenommene Doppeltangentialebene des 
Torus in die Horizontalebene umgeklappt. Die aus zwei Kreisen bestehende umgeklappte Schnittfigur 
ist schraffiert. 

Im Punkte P der Schnittfigur werden die Tangenten an den durch P gehenden Schnittkreis und 
an den Parallelkreis gezogen. Die durch diese Tangenten bestimmte Tangentialebene wird nach be- 
kanntem Verfahren auch in die Horizontalebene umgeklappt, woraus sich die wahre Größe des Winkels fi 
ergibt, welchen die beiden Tangenten, resp. der loxodromische Kreis und der Parallelkreis einschließen. 

Um zu beweisen, daß dieser Winkel in allen Punkten des Schnittkreises konstant ist, entnimmt 
man aus Fig. 5 der Reihe nach folgende Thatsachen: 
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Fig. S 
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Es ist 

A F= 0" 5" = 0"E=R, {FfA = Rsina und (P)*F= 12 (1 + «n a). 

Ferner ist « = P" Ä" sin ff, und da P" iS'' = {P)*F und «n ff = -^, so wird 

z = r{l-\-sin a). 
Nun ist (P) D = f= ,- , , oder t = , ' = , 

und 

(P)»ff ^ /p) g^ J^(-P)* ^ i? (1 + rin «) 



Endlich ist sin [i ^= 7"^-ö^? oder 



«« ^ = "o" ^ s*w ff, 



Q. ^. D. 

Zum Schlüsse soll noch untersucht werden, in welchen Fällen eine loxodromische Linie und eine 
dazu orthogonale, loxodromische Linie eines Torus dieselbe Anzahl Windungen und Drehungen haben. 
In diesem Fall muß 



__ R^ — r^ _(nV 



ni m 
mi * tm 

B^ — r* 



gleich dem Quadrat eines rationalen Bruches sein. Nun ist s =^cotg^ fx, DieBedingung dafür, daß 

T 

— = — = — , ist somit die, daß die Kotanffente des Winkels u ein rationaler Bruch sei. Ist z. B. 
mi im m ' ^ ^ 

tang fi=l, so wird m = mi = m = mi = 1, In diesem Fall ist der Torus von solcher Beschaffenheit, 

daß B = r y2". Die Schnittkreise der Doppeltangentialebenen bilden ein zu sich selbst orthogonales 

System loxodromischer Linien auf dem Torus. 

Die Eigenschaften über loxodromische Linien des Torus lassen sich ohne weiteres auf die Cykliden 

übertragen, welche durch zirkuläre Transformationen aus dem Torus hervorgehen. 
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Taf Ol 1 



Fig. 1 




Flg. 2 
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Tafel II 
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Fig. 3 






Fig. 4 
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Tafel III 



Fig 8 




Fig. 6 




Fig. 7 
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ITaf el XV ' 



Fig. 8 




Fig. 9 
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